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ФЕРМИОН С ТРЕМЯ МАССОВЫМИ ПАРАМЕТРАМИ:  
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ С ВНЕШНИМИ ПОЛЯМИ
(Представлено членом-корреспондентом Л. М. Томильчиком)
Аннотация. В рамках формализма Гельфанда–Яглома развита теория частицы со спином 1/2 и тремя массовы-
ми параметрами. Модель основана на использовании расширенного набора представлений группы Лоренца, 20-ком-
понентная волновая функция состоит из биспинора и вектор-биспинора. Из волновой функции строятся три вспомо-
гательных биспинора, выведена система уравнений для этих биспиноров. При отсутствии внешних полей система 
имеет вид трех несвязанных уравнений дираковского типа с различными массами M1, M2, M3. При наличии внешнего 
электромагнитного поля уравнения для трех биспиноров зацепляются друг с другом. Выполнено обобщение на слу-
чай искривленных моделей пространства. Если скалярная кривизна пространства отлична от нуля, то между тремя 
биспинорными компонентами возникают дополнительные геометрические члены взаимодействия. Показано, что 
модель фермиона с тремя массовыми параметрами допускает ограничение к случаю майорановских частиц. 
Ключевые слова: уравнение Дирака, обобщенные волновые уравнения, три массовых параметра, электромаг-
нитное поле, искривленное пространство–время, нейтральная майорановская частица 
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FERMION WITH THREE MASS PARAMETERS: INTERACTION WITH EXTERNAL FIELDS
(Communicated by Corresponding Member Lev M. Tomilchik)
Abstract. In the article, using the Gelfand–yaglom general approach, a new 20-component wave equation for spin 1/2 
fermion that is characterized by three mass parameters is derived. Based on the 20-component wave function three auxiliary 
bispinors are determined, in the absence of an external field, these bispinors obey three separate Dirac-like equations with 
different masses M1, M2, M3. In the presence of external electromagnetic fields, the main equation is not split into the separated 
equations; instead quite definite mixing of three Dirac-like equations arises. The model is extended to the curved space-time 
background. If the scalar space curvature differs from zero, then additional terms of geometrical interaction occur between 
three bispinor components. The model for fermion with three mass parameters allows for the restriction to the case of the 
neutral Majorana particle. 
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В контексте существования трех типов нейтрино с разными массами и похожими физически-
ми свойствами представляет интерес исследование возможности строить обобщенные уравне-
ния с несколькими значениями спина, с несколькими значениями массовых параметров и неко-
торыми дополнительными внутренними характеристиками частиц [1–9]. В данной работе будет 
введена и исследована модель фермиона с единственным значением спина s = 1/2 и тремя массо-
выми параметрами, при этом речь не идет о трех отдельных уравнениях Дирака. Имеется в виду 
единая физическая система с соответствующим обобщенным волновым уравнением, строящим-
ся в рамках теории релятивистских волновых уравнений с расширенными наборами представле-
ний группы Лоренца. Ранее в [10] была построена более простая модель частицы со спином 1/2 
и двумя массовыми параметрами. 
Релятивистская система уравнений для фермиона с тремя массовыми параметрами основана 
на использовании 20-компонентной волновой функции, включающей биспинор 0Ψ  и вектор-би-
спинор .µΨ  Опуская технические детали формулировки соответствующей теории в рамках фор-
мализма Гельфанда–Яглома, будем исходить из записи свободного уравнения (в отсутствии 
внешних полей) в спин-тензорной форме 
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числовые параметры 1 2 c c,  – вещественные, а 3 4 c c,  – комплексные, величины { 1};f g, ∈ ±  исполь-
зуется сокращенное обозначение для свертки оператора дифференцирования по координатам 
с матрицами Дирака  .µ µ∂ = γ ∂  Физический смысл параметров станет понятным ниже. 
После ряда математических преобразований систему уравнений (1) можно привести к виду, 
когда в ней в качестве неизвестных функций входят только три биспинора: 0( ) ( )µ µ µ µγ Ψ , Ψ , ∂ Ψ : 
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В матричной форме систему (2) можно представить так: 
  0 0K M
µ µ µ µ
µ µ µ µ
γ Ψ γ Ψ
∂ Ψ = Ψ .
∂ Ψ ∂ Ψ
 (3)
Трехмерную числовую матрицу K из (3) можно диагонализировать, соответствующее характе-
ристическое уравнение дает кубическое уравнение для возможных диагональных элементов 
 3 2 2 2 2 21 2 1 2 3 4 2 3 1 4( ) ( ) ( ) 0c c c c f c g c fc c gc cλ − λ + + λ − | | − | | + | | + | | = . (4)
Таким образом, матрица K приводима к диагональному виду 
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при этом система уравнений (2), (3) трансформируется в три несвязанных уравнения дираковского 
типа с различными массами: 
 1 2 3
1 2 3
M M M
M M M= , = , = .
λ λ λ
Диагонализация проводится линейным преобразованием S над волновой функцией: 
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Матрица S из (5) подчиняется уравнению 
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откуда получаем три линейные однородные системы 
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Их решения однотипны и имеют следующий явный вид: 
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Проанализируем значения корней 1 2 3  λ , λ , λ  характеристического уравнения (4). Можно пока-
зать, что вещественные положительные значения корней возможны, если 1 20 0 1 1.c c f g> , > , = − , = −  
С использованием обозначений 
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для этих положительных корней применима такая параметризация: 
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Существуют особые случаи. Например, 
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есть и другие. 
Таким образом, в случае свободной частицы исходное уравнение можно привести к виду 
трех раздельных уравнений дираковского типа с массами M1, M2, M3 для трех специальных ком-
бинаций биспиноров: 
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 3 1 2 0 3 3 3 3 3( ) ( ) ( ) 0r r r M M Mµ µ µ µΦ = γ Ψ + Ψ + ∂ Ψ , ∂ + Φ = , = / λ .
Теперь рассмотрим эту модель, когда присутствует внешнее электромагнитное поле. Следует 
вернуться к системе (1) и удлинить производную стандартным способом: ( ).D ieA xµ µ µ= ∂ −  Так, 
получаем 
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Уравнение (6c) содержит оператор второго порядка D2. Используя первое и второе уравне-
ния, можно исключить этот оператор из третьего уравнения. Используя введенные ранее обозна-
чения    1 2 3,i i iA B R i, , , = , ,  получаем систему уравнений 1-го порядка: 
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где 
 01 2 3 , ( )D ieFµ µ µ µ λρ λρ= γ Ψ , = Ψ , = Ψ − σ = Σ.Φ Φ Φ
Система уравнений (7) отличается от аналогичной системы (3) в свободном случае присутстви-
ем дополнительных слагаемых, зависящих от тензора электромагнитного поля .Fµν  Из уравне-
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ний (7) по уже известной методике диагонализации выводим систему уравнений для трех новых 
функций:
 1 1 1 2 2 3 3 2 1 1 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3 ,y a a a b b b r r rΦ = Φ + Φ + Φ , Φ = Φ + Φ + Φ , Φ = Φ + Φ + Φ
 


2
3 3 4
1 1 1 1 2 3 3 1
2
3 4 4
1 2 3 4 2
2
3 3 4
1 2 2 1 2 3 3 1
2
3 4 4
1 2 3 4
4 4 2
3 3 6
4 4 2
0
3 3 6
4 4 2
3 3 6
4 4 2
3 3 6
f c i fc c
D M a a a fc
M M
i gc c g c i
a a a gc
M M
f c i fc c
D M b b b fc
M M
i gc c g c i
b b b gc
M M
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
 | |
λ Φ + Φ + + + Σ Φ +  
 
 | |
+ − + − Σ Φ = ,  
 
 | |
λ Φ + Φ + + + Σ Φ +  
 
 | |
+ − + −


2
2
3 3 4
1 3 3 1 2 3 3 1
2
3 4 4
1 2 3 4 2
0
4 4 2
3 3 6
4 4 2
0
3 3 6
f c i fc c
D M r r r fc
M M
i gc c g c i
r r r gc
M M
∗ 
∗ 
 
 
 
∗ 
∗ 
 
 
 

Σ Φ = , 

| |
λ Φ + Φ + + + Σ Φ +
| |
+ − + − Σ Φ = .
 (8)
После алгебраических преобразований систему уравнений (8) приводим к форме 
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Дальше, выражая функции iΦ  через функции ,jΦ  устанавливаем окончательный вид уравнений: 
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Обобщим эту модель на случай риманова пространства–времени. Для этого нужно сделать 
несколько изменений. Вместо ict-метрики в пространстве Минковского, в случае риманова про-
странства используем метрический тензор ( ).g xαβ  Нужно выполнить замену .M iM− − >  Удли-
ненные производные заменяются на более общие [11]:
666 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2018, vol. 62, no. 6, pp. 661–667
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D x x ieA x D x D xαα α α α α= ∇ + Γ + , = γ ,
где ( )xαΓ  – биспинорная связность и ( )( ) ( ).
a
ax e x
α αγ = γ  При обобщении уравнений нужно учиты-
вать тождества [11]
 ( ) ( )x D D xρ ρβ βγ = γ , 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D x g x g x D x DD xσ αβ αβ σ= , = −Σ , (9)
 2 ( )( ) ( )
4
R x
D D D x ieF xα αβα αβ= , Σ = − σ + , 
( )R x  – скаляр Риччи. 
Проведенный анализ остается в основном тем же самым. Общековариантная система уравне-
ний для фермиона с тремя массовыми параметрами представляется так:
 1 1 1 1( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) 0i x x ieA x x M x Y x xα α α αγ ∂ + Γ + Φ − Φ + Σ Φ = ,
 2 2 2 2( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) 0i x x ieA x x M x Y x xα α α αγ ∂ + Γ + Φ − Φ + Σ Φ = ,
 3 3 3 3( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) 0i x x ieA x x M x Y x xα α α αγ ∂ + Γ + Φ − Φ + Σ Φ = ,
где использованы прежние обозначения
 3 2 2 1 1 2 2 3 3
4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3i i
c
Y c c x L x L x L x
M
= λ − , Φ = Φ + Φ + Φ .
Отметим, что поскольку в величине ( )xΣ  (см. (9)) присутствует скаляр Риччи ( ),R x  то даже в от-
сутствие электромагнитного поля обобщенная система уравнений зацепляет три биспинора 
в единую систему при условии, что ( ) 0R x ≠ : 
 
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
( )
( )[ ( )] ( ) ( ) ( ) 0
4
( )
( )[ ( )] ( ) ( ) ( ) 0
4
( )
( )[ ( )] ( ) ( ) ( ) 0
4
R x
i x x x M x Y x
R x
i x x x M x Y x
R x
i x x x M x Y x
α
α α
α
α α
α
α α
γ ∂ + Γ Φ − Φ + Φ = ,
γ ∂ + Γ Φ − Φ + Φ = ,
γ ∂ + Γ Φ − Φ + Φ = .
 (10)
В заключение специально отметим, что поскольку в любом майорановском базисе выполня-
ются равенства 
 [ ( )) ( ) ( ) ( )i x i x x xα ∗ α ∗α αγ = γ , Γ = Γ ,
то система (10) допускает ограничение к случаю вещественных (и чисто мнимых) биспиноров 
,iΦ  т. е. к случаю майорановской частицы с тремя массовыми параметрами. 
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